
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books white helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 






•^-.?Ä; 



\ A? 



Ty'^ruKih 






V ^^ 















r- '-^ 



.^'\ 



^^-» 






->- r» 






^J " -^ 



^ . > 



/. ."-/y-^ 



w,> /w 



LIBRARY 



UNIVERSITY OF CALIFORNIA. 



Class 




I 



DIE IRRATIONALEN 



QUADRATWURZELN 



BEI 



ARCHIMEDE8 TOD HERON 



VON 



Dr. H. WEISSENBORN, 

Professor am Bealgymnasiam in Eisenacli. 




BERLIN. 

Verlag von S. Calvary & Comp. 
1883. 






v.'f 




in der Zeitschrifb für Mathematik und Physik von Schlömilch, 
Cantor und Kahl, Bd. XXVm. Heft 3, Litt-hist. Abt. p. 81 
bis 98, habe ich einen Aufsatz über die bei Archimedes vor- 
kommenden irrationalen Quadratwurzeln veröffentlicht« Ich habe 
mich in derselben eben auf Archimedes beschränkt, und fand 
erst später Muße, auch die bei Her on vorkommenden quadra- 
tischen Irrationalitäten zu untersuchen. Einige Ergebnisse dieser 
meiner Forschungen, soweit sie damals vorgeschritten waren, teilte 
ich in einer Bezension der Schrift: „S. Günther, Die quadra- 
tischen Irrationalitäten der Alten und deren Entwickelungsmetho- 
den. Supplementheft zum XXYII. Jahrgang von Schlömilchs 
Zeitschrift f. Math. 1882" in der „Philologischen Rundschau, 
ni. Jahrgang. Nr. 11, p. 341— -345" mit. Da inzwischen zu den den 
genannten Gegenstand betreffenden und von Günther in Be- 
tracht gezogenen Schriften noch eine neuere: „über das Ausziehen 
der Quadratwurzel bei Griechen und Indem von E. Hunrath. 
Hadersleben 1883" hinzugekommen ist, erscheint es zweckmäßig, 
meine Ansicht über diesen Gegenstand, welcher gegenwärtig die 
Aufinerksamkeit derer, die sich mit der Geschichte der Mathema- 
tik beschäftigen und sich für dieselbe interessieren, fesselt, im 
Zusammenhange und nunmehr vollständig zu entwickeln. Dieselbe 
besteht in folgendem: 

Bezugnehmend auf einen von Gantor in seiner Geschichte 
der Mathematik, p. 369—370 erwähnten Satz Theons von Smyrna 
hat Heilermann, denselben erweiternd, in der Schlömilch-Can- 
tor'schen Zeitschr. XXVI. Jahrgang 1881. Hist-liter. Abt. 
p. 121—126 das nachstehende Gesetz gezeigt: Es seien S^D und 
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a beliebige Zahlen (bei Theon ist /S=^I>=1, a=2), und es werden 
aus ihnen weitere Zahlen 5^ and D^ gebildet, nach der Regel: 

so folgt hieraus a Ä* = a Ä^^.^^ + ^ a S^_^ D^—i+a I>*_^; 

mithin !>;;-. a 5;; = (i-a) (d;^^^ "«^i-i). 
Die wiederholte Anwendung dieser Gleichung zeigt, daß 

ist; und ans dieser folgt 
D* 



= a + (1—af 



n n 

In meiner oben genannten Archimedes- Abhandlung nun habe 
ich folgende hieraus sich leicht ergebende Sätze aufgestellt (ein 
gerader Wert yon n ist dabei nattlrlich durch J2 w, ein ungerader 
durch ^w»4-i, ein beliebig gerader oder ungerader durch n be- 
zeichnet): 

Ist L a> 1, u.zugleich 1) D*—aS^> 0, so ist— ^> V^ä> /*^+^ 
„ . 2)D^-a^=0, „ ,:^ = 1/S; 



3)i)'-aÄ.<ö._^^>l/ä>^; 



Ist n. a = 1, so ist stets —^ = Va ; 

^» 

Istin. a < 1, u. zugleich 1) D^-^aS^^O, so ist --^ > l/ä; 

'S« 
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Ich habe femer in derselben Abhandlang darauf hingewiesen, daß 
diese Sätze, insbesondere I. 1) und 3), III. 1) und 3), das ans- 
gpiebigste Mittel bieten, fOr die Qnadratworzel ans einer Zahl a 
Beihen von Zahlen aufzustellen, welche sich der Va immer mehr 
nähern: Liegt der Wunsch oder das Bedtirfiiis vor, für l/ö" Werte 
zu erhalten, die abwechselnd zu klein und zu groß sind, die 
sich also der V^yon verschiedenen Seiten, der unteren und 
der oberen, immer mehr nähern, und so Va in immer engere 
Grenzen einschließen, so sind S und D so zu wählen, daß man 
entweder den Fall I. 1) oder I. 3) hat, ersteren, wenn die un- 
geradzähligen Näherungswerte, der 1^, 3^, u. s. w. zu klein, die 
geradzahligen Näherungswerte, der 2^, 4^, u. s. w. zu groß sein 
sollen, den letzteren Fall, wenn das Umgekehrte statt haben soll. 
Sollen Zahlen gefunden werden, die alle entweder zu groß, 
oder zu klein sind, die sich also der Va von derselben Seite, 
der oberen oder der unteren, immer mehr nähern, so hat man 
sich an die Fälle HI. 1) und m. 3) zu halten, an ersteren, wenn 
alle Werte zu groß, an letzteren, wenn alle zu klein werden sollen. 

Soll z. B. V'2'berechnet werden, so ist a = 2. Setzt man nun 
8=1, D=% so erhält man nach dem obigen Bildungsgesetze 

nacheinander: Ä|=3, A=4; S;=7, A=10; S;=17, Ds=24; 
Äi = 41, 2)4 = 58; Si = 99, A==140; Ä, = 239, D, = 338 etc. 
also nach I. 1) fOr V2 die Reihe alternierend zu kleiner und zu 
großer Werte: 

4 10 24 58 140 338 . .. 

3' y I7' 41' W 239' ®^^' ^ 

Setzt man Ä= 1, D = 1, so erhält man nach I. 3) fttr V2 
3 7 17 41 99 239 
2' 5' 12' 29' 70' 169 ' ^^' ^^ 

Sollen fttr 1/2" Werte berechnet werden, die sämtlich zu groß 
sind, und sich V2 von der obern Grenze nähern, so berechne man 

Werte, die für 1/^— zu klein sind; man nehme also nicht a = 2. 
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sondern a= —, nnd setze S = 2, D = l; dann erhält man nach 

m. 3) fttr y^ 

2 7 12 41 70 239 



^_ _^_ _^_ _____ fitlC 

3' 10' 17' 58' 99' 338' ' 



n- 



Diese sind alle kleiner als 1^ -^y also ihre reziproken 

3 10 17 58 99 338 , «. 

2 ' 7 ' 12' 41' 7Ö' 239* ^^ ^^ 

sämmtlich größer als V2. 

Sollen Werte berechnet werden, die sämtlich kleiner sind als 
\/2^ nnd sich V2 von der unteren Grenze nähern, so suche man 

Werte, die für V -^ zu groß sind; man nehme also nicht a «= 2, 
sondern a= — , und setze S= 1, D=l; dann erhält man nach 



ni. 1) für 



n 



3^ 5^ 17 29 99^ 169 
4' 7 ' 24' 41' 140' 239* 



Diese alle sind größer als V --, also ihre reziproken 



n 



4 7 24 41 140 239 . .. 

3' 5 ' 17' 29"' 99"' 169' ^^- ^ 
sämtlich kleiner als V2. 

Soll V^ näherungsweise berechnet werden, so ist a = 3, und 
man erhält nach 1. 1) fttr S= 1, D=2 fttr vTdie Reihe von Werten: 

5 7 19 26 71 97 . .. 
3' 4' iT 15' H' 56' ""^ ^ 

bei der Annahme" Ä=l, I> = 3, 

3 9 12 33 45 123 . .. 
2' 5' T iT 26' TT' '^- ^ 

bei der Annahme 5=5, D = 9, 

12 33 45 123 168 459 . ^x 

y i9' 26' TT' 97 ' 265' ^^'^ ^ 
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Nach L 8) ergiebt sich, wenn man 8= 1, D = 1 setzt, för V5 
Q 5 7 19 26 71 ■ ^, 

^' r r H' i5' 4l' ^^' ^^ 

nnd, wenn man Ä= 2, I> = 3 annimmt, 

9 12 33 45 123 168 . ^^ 

5"' T 19' 26' TT' W ''^' ^^ 

Nach m. 3) erhält man für a »= ~, »= 2, D = 1, 

o 

5 4 19 15 71 56 . 

9 • 7 ' 33' 26' 123' 97' **"* 



Kl. 



Sämtlich kleiner als l/^ ^, also ihre reziproken 



9 7 33 26 123 97 , -^. 

5"' r J9' 15' TT' 56' ^^- ^"^ 

sämtlich größer als VB. 

Nach m. 1) ergiebt sich für a = ^, ^=1, D=l die Reihe von 

Werten ^ ^ 7 11 26 41 

werten -, -,^j^, j^, ~, -, etc. 

sämtlich größer als V -^ * also die reziproken 

3 5 12 19 45 71 ... 

2"' rjj' TT 26' 41' ^^' ^^^ 

sämtlich kleiner als 1/3. 

SoU VTgefhnden werden, so ista = 5, nnd für ä==1, 2)=1, 
findet sich nach I. 3) 

^•^'F'T'rfl'^- ^2) 

Weit rascher konvergierende Werte aber erhält man, wenn 

2»» + c 
man setzt a = — ==— 

wo c eine möglichst kleine Zahl ist, b* nnd cP Quadrat -Zahlen, 
f&r d die 1 nicht ausgeschlossen, sind. Dann ist nämlich 

Man berechne nun, indem man das V09 1 wenig verschiedene 
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77^ mit a' bezeichnet, nach einem der bisherigen Fälle l/a^ 

und multipliziere die erhaltenen Werte mit -v. 

d 

Um z. B. 1/2 zu finden, setze man K2"== 1/4—2 = ^V 1 — s" 
= 2y|. Man hat dann, wenn man die nach m. berechneten 

Werte von l' -^ '""i'' ^ moltipliziert, die schon oben fOr l/2~ 

anstellten, nftmlich fttr <S'=1, D = l, nach m 1) 

3 10 17 58 99 338 . ,,. 
"2' y 12' 41' 7Ö' 239' ^^- "'' 

fttr 5=2, I>=1 nach m. 3) 

4 7 24 41 140 239 ^.^ ... 
T' "5 ' 17' 29' 99' 169' *^' ^ 



Um l/3~ zu berechnen, kann man setzen VB= Vi — 1 = 
21/1— |- = ^Yt ' ^^ ^^^^* dann für S=l, I) = l, 

, TTT ^^ 7 26 97 362 1351 5042 ^ „, 

•^ °^- ^^ 4 • rs' 5-6' 2Ö9' W 29n' *'*°- ^^^ 
fttr Ä=2, D = 5 nach m. 3) 

5 19 71 265 989 3691 . ... 

"3"' H' 4i' 153' 571' 2131* ***' ^''^ 
fttr 5=4, D = 5, ebenfalls nach m. 3) 

12 45 168 627 2340 8733 . -_. 

y 26' 97' 362' 135l' SÖH' '^' ^'^ 

Setzt man 1/3"= 1/9=6 = 3y 1— 1 = sV^-i-, so ergiebt 

sich bei 5=1, X> = 1, nach m. 1) fOr 1/3" 

- 9 7 33 26 123 ^. ... 

^' 5' T' 19' 15' TT' ^^ ^^^ 
ftr 5=2, D = l, nach III. 3) 

5 12 19 45 71 168 .. 

y T' H' 26' 4i' 97"' "^ ^^^ 



— 9 — 

für Ä=3, D = l, nach m. 3) 

3 5 12 19 45 71 ^ „^. 

T T' T' n' 26' 41' ^^- 20) 

SetetmanV^=y^ = |-y'l4-|-=|-yl^, so erhftlt 

man fttr 5= 1, D = 2, nach I. 1) 

5 33 71 459 989 6393 . _.. 

T 19' 41' 265' 57i' 3691' ^^ ^^^ 
för 5=3, D = 4, nach L 1) 

12 26 168 362 2340 5042 . „. 

T' 15' "97' 2Ö9' 1351' 29n' ^' ^^^ 
für S=\, D = l, nach I. 3) 

7 45 97 627 1351 8733 , „,. 

T' 26 ' 56' 362' W_5Ö42' ^^' _ ^'^^ 

sich füi- Ä=5, D = 9, nach I. 1) 

12 123 627 6393 32592 332313 „.x 
7 ' 71 ' 362' 3691' I88IT* 191861' ®^ ' ^ 

für Ä=l, D = l, nach I. 3) 

26 265 1351 13776 70226 716035 „5^ 
15' 153' 780' 7953' 40545' 413403' * ^ 
Um ]/ 5~zii berechnen, kann man setzen Vb== 1/4 + 1 =• 

2y l+~ = 2l^-|. Man erhält dann für Ä=l, D=l, 

«oni. T Q^ ' 9 38 161 682 2889 12238 . ^r,. 

nach I. 3) -p _, _, - , — , ^j^, etc. 26) 



oder man setze Vb = 1/9—4 = sV ^"~ "q = ^ ^ "9 • ^*"^ ®'^" 

giebt sich für Ä= 1, D = 1 nach m. 1) 

7 9 47 123 161 843 . o7n 

T' T' 2i' 55"' 72' 377' ^^' ^'^ 
. ./r- 1/25=^ 5 1 A r 5 1/4 _ 

oder man setze 1/5= y — 7 — ^"2"r T^Yr 5"' ^""^ 

findet sich für Ä=l, I>==1, nach HI. 1) 

^ 85 161 1525 2889 27365 „8^ 

4' 38' 72' 682' 1292' 12238' ^ ' ^ 
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Um Vl3 (Vergl. die oben erwähnte Schrift von S. Günther 

p. 57) zu berechnen, setze man KlS = K9 -f 4 = dV 14-- = 

1/^13 
3y -r-, dann erhält man für S= 1, D = h nach I. 3) 

11 18 119 393 649 4287 , ^.qv 

T' T' 33 ' iÖ9' 180' 4189' ^^' ^^^ 

U. B. W. 

Es versteht sich von selbst, daß man bei der Snbstitation 



aam so 



fe' + c b f /b* + c 

a = — =- , aus welcher folgt Va ^ 'tV TT » ^ ^^ 

genauere und um so stärker convergierende Werte erhält, je näher 
der unter dem Wurzelzeichen stehende Bruch a'= "-fT" der Ein- 
heit liegt, je größer also fe* im Verhältnisse zu c ist So erhält 
man sehr genaue Werte, wenn man z. B. setzt: 

^^ f 17* 17f 24» 17f 576 

24 1 A , J_ ^ 24 1/289 
17 f 288 17 f 288 ' 

•|/ 1682 
i f 1681 ' 



41 
29 



17 -1/288 
12 f 289 ' 

19-1/363 
11 f 361' 
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2025 



45 t/^^ 1 ^45l/676 
26 f 675 26 f 675 ' 

oder: v^ = |^ -^^ = - |^ l-_ = j^ |^ l-- ^ 



15 f ( 



675 

676 



IL 8. w. Schon der bloße Anblick dieser Gleichongen zeigt, daß 

, 24 

der Fehler ein sehr geringer ist, wenn man for V 2 setzt -ry- 

^ 41 ^ 17 ^ ,,;5- . , 19 ^ 45 

oder 29 ^d®^ 12 » ^^'"^ ™*^ "^ ^^ annimmt ^^ oder -x^ 

26 
oder T^. Meine Ansicht nun ist folgende: 

15 
1) Über die Art and Weise, wie die alten Griechen — nnd 
auf diese kommt es hauptsächlich an — mit Wnrzelgrößen rechneten, 
und inwieweit ihnen die hier geltenden (resetze bekannt waren, 
besitzen wir allerdings keine positive Nachricht Wir dürfen aber 
wohl schließen, daß ihnen die einfachsten Regeln, iosbesondere 

Yäb = Vir. l/fe~und r^ "T = 7^ i^^ht anbekannt gewesen sind. 

Denn einesteils wäre es sehr aofiällig, wenn die Griechen bei 

ihren Spekalationen über die Natar der Zahlen nicht bemerkt 

haben sollten, daß (3. 4)* = 12* = 144 = 3» . 4» = 9 . 16, and 

^ /12v* 12* 144 

also k^3r4*' = 3.4, daßlj) =4«=16=^= -^, folgüch 

12* 12 

— == -r- ist Anderenteils schließen wir anf die yorhandene 

Kenntnis dieser B^eln aas einigen Stellen, an welchen Archimed 
aas der Länge der einen Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit einem spitzen Winkel von 30* die andere, nnd in welchen 
Heron aas der Länge einer Seite eines gleichseitigen Breiecks die 
Fläche and die Höhe berechnen lehrt. Obschon nämlich Archimed, 
am Zunächst bei diesem za bleiben, an den hier in Betracht 
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kommenden Stellen der Kreisrechnong (Heiberg'sche Ausgabe I. 

p. 264. Z. 3—4; p. 266. Z. 19—22; Vergl. Quaest. Arch. p. 60. 

Z. 16, Z. 21) nnr sagt, die größere Kathete eines rechtwinkligen 

Dreiecks von der genannten Beschaffenheit verhalte sich znr 

kleineren einmal wie 265 : 153, das andremal wie 1351 : 780, and 

obschon er anch nicht mit der geringsten Andentang za verstehen 

giebt, daB hier der Wert von l/3~in Betracht kommt, so ist 

doch die allgemein rezipierte Meinang die*. Archimedes habe 

dieses, wenn er anch nichts davon erwähnt, wohl bemerkt, and 

256 1351 

1/3 einmal = jgg , das andre Mal = -=g^ gesetzt. Wer also dieses 

annimmt, maß notwendig auch der Ansicht sein, daß demselben 
die Regel |/aT= VcT. /6~bekannt gewesen sei. Denn heißt die 
kleinere Kathete m, die größere n, so ist, da die Hypotennse = 
2m ist, nach dem Pythagoreischen Satze w=l/4 m« — w» = 1/3 m«, 
oder nach der genannten Regel n = mVs7 Daß aber dieser Schluß 
ein berechtigter ist wird durch die betreffenden Stellen des Commen- 
tars von Eutocias (Heiberg, III. p. 270. Z. 25— p. 274; p. 284. Z. 25 
— p. 286. Z. 7), namentlich durch letztere, wahrscheinlich gemacht. 
Wenn femer Archimed an der erstgenannten Stelle, über die Kreis- 
messung (Heiberg. I. p. 264. Z. 9—11), aas der Proportion EH«: 

Hr« = 349 450:23 409 folgert, es verhalte sich EH:Hr = 59l4- : 
153, so können wir wiedw nur schli eßen, es habe ihm der Satz 

vorgeschwebt yi = ^ , also j/^ = |^ = EH: HF, 
^ 1/349450 1/349 450 - 

^^^ r "234Ö9 = vwm = ^^^^ ' ^^^ (^"'•^^- ^^*^'^^'- 

Heiberg. III. p. 274. Z. 8—15). Heron seinerseits giebt (Aus- 
gabe von Hultsch p. 58. Z. 15— p. 59. Z. 5; p. 147. Z. 23— p. 148. 
Z. 4) die Regeln, die Fläche jedes gleichseitigen Dreiecks (iravr^c 
Tpqtovoü boTtXeupoü -zh ifjLßaÖiv eöpeTv), sodann seine Höhe zu be- 
rechnen. Für erstere Aufgabe schreibt er vor, das Quadrat einer 

13 13 

Seite niit ^, für letztere, die Länge einer Seite mit y^ zu 

multiplizieren. Als Beispiel dient ihm die Annahme, die Länge 
einer Seite sei = 10, und er findet für die Fläche (nach unserer 
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Kechnung F = 25VB) F-= 437, für die Höhe (nach unserer 

Rechnung ä = 5 1/3) h = 8j. Obschon nun auch Heron eben- 
so wenig wie Archimed an irgend einer Stelle auch nur 
die geringste Andeutung davon macht, daß hier der Wert von 
K3~in Betracht kommt, so ist doch auch hier die allgemein 
rezipierte Meinung, er habe dies wohl gewußt, er habe ebenso 

.— 26 
gefolgert wie Archimed (nur daß er 1/ 3 = r^ setzt), es sei also 

auch ihm bekannt gewesen, daß Vah = VcT. Vh ist. Dagegen 
könnte zu sprechen scheinen, daß Heron so selten, wenn überhaupt 
einmal, wie wir es thun, beim Badizieren aus dem Radikanden 
einen in demselben etwa enthaltenen rationalen Faktor abscheidet 



Wir würden z. B. sagen: 1/63ÖÖ = 30 KtT Heron aberzieht, wie 
wir später sehen werden, die Wurzel aus 6300; wir würden 
schließen: V^öO = 5 V% Heron zieht die Wurzel aus 50; wir 
würden setzen: 1^75 = 5 VT, und erwarten, Heron rechne: 

1/75 = 5 K3 =■ 5 . -^ = 8i , er aber zieht die Wurzel aus 75 
15 8 

und findet 8i|. Heron berechnet, p. 172. Z. 2—6, p. 212. 

Z. 1—3, die Länge d der Diagonale eines Quadrates, dessen Seite 

einmal =12, das andre Mal = 50 ist, wir würden erwarten, er 

fände bezüglich d = 12 V% d -= bO V27 er aber rechnet d = 

1/288, d = 1/5000. Dies also könnte es zweifelhaft erscheinen 

lassen, ob ihm die Regel Väb= VcT. l/5~bekannt gewesen seL 

Allein einmal giebt er für l/2~ einen bestimmten Wert nirgends 

an, und sodann und insbesondere: das Absondern eines rationalen 

Faktors dient hauptsächlich nur zur Erleichterung der tJbersicht 

und zur Ausführung weiterer mit der Wurzel vorzunehmender 

Operationen, nicht aber zur Erleichterung der Auswertung und 

numerischen Berechnung. Denn, es sei z. B. 1/135 zu ermitteln, 

so könnte man sagen 1/135 = 3 1/15, allein die letzte Form der 

Berechnung war Heron um nichts leichter als die erstere. Nach 

der ersteren rechnete er /i35 = /144 — 9 = 12 y^ ^""Tli = 
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121/1—^ = IsVjg, nach der letzteren 3l/lT=3l/lT=T= 

12V1— Yfi = ^^r ffi ' ^^^ ^® numerische und ziffermäJBige 

Berechnung aher kam es ihm gerade überaJl an, und er 
ließ daher lediglich aus diesem Grunde 1/135 unverändert. Auch 
ich bin daher überzeugt, daß den Griechen die einfachsten Sätze 
über das Bechnen mit Wurzelgrößen, insbesondere die Regeln 

l/li VcT 

yab==Va .Vh und r y = "7=^ bekannt gewesen sind. 

2) Ich kann ebenso wenig wie Günther glauben, a) daß die 
Alten zur Berechnung irrationaler "Wurzeln sich eines kettenbruch- 
artigen Verfahrens bedient haben sollten. Denn einmal kann ich 
mir keine Vorstellung davon machen, wie sie, die den Bruchstrich 
nicht kannten und die gewöhnlichen Brüche auf umständliche Weise 
durch Addition von Stammbrüchen auszudrücken genötigt waren, 
einen Doppel- oder einen Kettenbruch hätten bezeichnen sollen. Sodann 
aber auch: die Entwickelung einer Wurzel in einen Kettenbruch 
beruht auf der Regel (a ^hy = a^ j^2ab + b\ Diese aber findet 
sich bei Heron nirgends angewandt. Er giebt (in seiner Geo- 
metrie) 8 Beispiele für die Multiplikation gemischter Zahlen, aber 
nur solcher, deren Brüche gleiche Nenner haben (oder erst auf 
solche gebracht werden) und 8 Beispiele für die Quadrierung ge- 
mischter Zahlen, und verfährt in beiden Fällen genau auf dieselbe 
Weise. Er rechnet z. B. p. 122. Z. 6—17. 12|i • 16ji =- 12 . 16 + 
12.14 16.31 33 .14 1 „-.Qg . 168 496 434 Jl^ 
35 "^ 35 "^ 35 ' 35 35 "^ 35 "*" 35 * 35 

/ loo _L 16Ö . 496 420+14 1\ ,^^ 168 . 496 , 12 ^ 
(=='^^+15-^ ^+-^5 3-5) ==1^^ + 15"-^ ■35-+35 + 

35 • 35 ~^^^^15" + 35 35 "" ^^^ ^ ^^ + 35 "+^ 5 35 ~- 

211 + i^-h 1- • ^; ebenso aber auch, p. 110. Z. 9—18, (14||)^= 
00 00 

1-1 ,.,14.23,14.23,23.23 1 in«. 322^322, 

^^•^^ + -33-+-33-+-33--F3=^^^-^lF+l3-^ 
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529 1 / _ ,»^ , 322 , 322 , 528+1 i_\_ ,<>„ , 322 
33 ' 33 [-^^^ + 33 "^ 33""^ 33 ' 33/ ~ ^^^ '^ 33 



+ 



322+16 -^-1== 196+6-^+1.1=196 + 20 + 1 1= 
33^33^33 33 33^33 33 33 33 

5.5 5.5 
13 "^ 13 "^ 

5.5 1 „^ , 25 25 25 1 / „, , 25 , 25 . 26—1 



216 + jl^, oder p. 65. Z. 4-11. (53)* = 5-5 



1=25 ^25 25 25 J_/_ , 25 25 ! 
13 ^^^13+13 + 13 131"^^ + 13 + 13+" 



ä 



„„ , 25., 25 ,2 1 1 „,, , 52 1 1 „^ , , 
■2«+i3+l3 + r3-i3-l3=2«+13-i3-l3=25 + 4- 

11 1 322 

13* jg = 29— jgT. Nie sagt er „zweimal ($k)-Qo"% o^^^ „zwei- 

25 
mal Y^ ", was er doch sicher gethan hätte, wenn er obige Regel zu 

seinen Wnrzelansziehnngen benutzt hätte. Ich kann femer nicht 
glauben, b) daß Archimed und Heron bei jeder einzelnen der ihnen in 
großer Zahl vorkommenden Kadiziemngen erst schwierige arith- 
metische oder geometrische Untersuchungen angestellt hätt^; ich 
halte vielmehr dafür, daß sie, ebensogut wie wir gegenwärtig, 
sich zur Berechnung der Wurzel eines bestimmten, mechanischen 
(von dem unsrigen natürlich abweichenden) Verfahrens bedient 
haben. Ich bin endlich überzeugt, c) daß dieses ihr Verfahren, 
wenigstens im wesentlichen, dasjenige gewesen ist, welches ich 
in meiner Archimedes- Abhandlung und in dieser Schrift ausein- 
andergesetzt habe. Die Gründe hierfür sind folgende: Erstens 
finden sich die Keime dieses Verfahrens, wie Cantor, welcher 
überhaupt den Anstoß zu Heilermanns und meinen Arbeiten 
durch seine Geschichte der Mathematik p. 369—370 gegeben hat, 
erkannte, thatsächUch bei Theon Smymäus. Zweitens, sämtliche 
hier in Betracht kommende Irrationalitäten (vergl. Cantors soeben 
genanntes Werk p. 334, p. 546, femer die oben angeführten 
Schriften von S. Günther p. 48—49 und sonst, von Hunrath 
p. 2, p. 6, p. 8, p. 9, p. 17, p. 18) erklären sich nach diesem 

7 
Verfahren auf das Ungezwungenste: für l/2~der Wert -r- in obi- 
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gen Nmnmern 2), 4), 14); Jl in 2), 3), 13); y in 1), 3), 13); 
für V^die Werte j in 5), 8), 11), 16), 19), 20), 21); -jin 5), 
8), 10), 15), 18), 23); j| in 5), 8), 15), 18), 22); ^ ^ 6), 7), 

9), 11), 17), 19), 20), 22), 24); für Vb die Werte 3, 2, -|- , 

11 9 ^8 161 

g- in 12); j in 12), 26), 27), 28); ^ in 26); -^ in 26), 28). 

Drittens ist mir, außer dem Hunrath'schen, kein anderes Verfahren 

bekannt, welches erklärte, wie Archimedes dazu gekommen sein 

,.. X 265 ^ 1351 ^.. .^^ ,^ i. . ^ i. , 

konnte, r^ und -^^ für unmittelbar aufeinander fol- ; 

gende Näherungswerte von V^3~aiizusehen, was derselbe äugen- J 

scheinlich gethan hat. Aus Nummer 25) aber erhellt dieses völlig. 
Ebensowenig hat irgend eine andere Methode zu erklären ver- 
mocht, warum Archimedes 1/349 450 = 591-|-, und nicht = 591y 
setzt, während aus meiner Archimedes- Abhandlung hevorgeht, daß 
er nioht anders verfahren konnte. tJberhaupt leuchtet aus dieser 
und aus dem hier Mitgeteilten ein, daß derselbe bei seiner Kreis* 
Rechnung sich gerade der oben mit III. 1) und III. 3) bezeichneten 
Sätze bedienen mußte. Denn da er bei derselben nur solche 
Werte gebrauchen konnte, die sämtlich entweder zu klein oder 
zu groß waren, warum denn hätte er, wenn er es einfacher haben 
konnte, sich die unnötige Mühe machen und Werte berechnen 
sollen, die abwechselnd zu klein und zu groß waren, da er doch 
die einen gar nicht gebrauchen konnte? 

3) Es kann kaum zweifelhaft sein, daß die Griechen, indem 
sie Vä auf die angegebene Weise berechneten, meistens S=l 
und D = 1 setzten, wie wir es z. B. bei Theon finden, denn die 
Rechnung ist dann die einfachste; doch sind gewiß unter Um- 
ständen auch S oder D oder beide zugleich größer als 1 an- 
genommen worden. So sah sich Archimedes (Vergl. meine Ab- 
handl.) genötigt, beim Ausziehen der Quadratwurzeln 1/349 450 , 

1/1373943 ^ , 1/5472132 Jl , da er für sämtliche Werte 
r 64' f 16' 



— 17 — 

nur zn kleine Zahlen gebrauchen konnte, und sich mithin auf die 
obige Regel HL 3) angewiesen fand, genötigt, hier Ä=2 zu setzen. 

12 

Es mag femer in dieser Beziehung auf den Wert 1/3 = y hin- 
gewiesen werden, der sich erst im Mittelalter, nicht aber bei den 
alten Griechen, direkt angegeben findet. Und in der That tritt 
derselbe nie auf, so lange man S=D = l setzt, er erscheint 
aber sofort, sobald man einer oder beiden dieser beiden Größen 
einen Wert größer als 1 beilegt, und spielt nach Hui t seh schon 
bei alt-griechischen Bauwerken eine Rolle, konnte demnach bereits 
damals nicht unbekannt sein. 

4) So lange nicht bestimmte Beweise des Gegenteils vorliegen, 
kann ich mich nicht entschließen, den alten Griechen besonders 
tiefe Kenntnisse in der Arithmetik, wie sie z. B. die wissenschaft- 
liche Auflösung unbestimmter quadratischer Gleichungen erfordert, 
zuzutrauen; vielmehr halte ich dafür, daß bei ihnen die Logistik, 
die gewöhnliche Rechenkunst, sehr ausgebildet war, daß sie ein 
großes Geschick und eine große Gewandtheit im Durchführen 
numerischer Rechnungen besaßen, und daß sie sehr geübt darin 
waren, rasch zu erkennen, aus welchen Zahlen eine bestimmte sich 
zusammensetze, welche Faktoren sie enthalte, u. dergl., eine Tafel 
der Quadrate aller Zahlen bis zu 1000 war gewiß in ihren 
Händen. Liegt es doch in der Natur der Sache, daß bei einem 
kultivierten Volke, bei welchem das schriftliche Rechnen beschwer- 
lich ist, sei es weil das Schreib-Material, sei es weil die übliche 
Art der Darstellung der Zahlen Hindemisse bereitet, das Kopf- 
rechnen besonders ausgebildet sein muß, denn mit Hilfe des Rechen- 
brettes konnten wohl Additionen und Subtraktionen leicht, Multi- 
plikationen und Divisionen aber nur auf umständliche Weise aus- 
geführt werden. Wir wissen ferner, daß die Pythagoreer sich be 
sonders mit Spekulationen über die Natur der Zahlen eingehend 
beschäftigten. Es ist ebenfalls bekannt, daß die Griechen im 
Stande waren Progressionen, Quadrat- und Kubik-Zahlen zu sum- 
mieren, daß sie Zahlen für die Seiten Pythagoreischer rechtwink- 
liger, und rationaler schiefwinkliger Dreiecke aufstellten, und daß 
sie, oft auf sehr scharfsinnige Weise, gewöhnliche Brüche durch 
Summen von Stammbrüchen darstellten; und zwar werden wir 
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diese Fähigkeit nicht etwa bloß besonders Begabten, sondern 
allen für die damalige Zeit einigermaßen Gebildeten zuschreiben 
müssen. Denn Heron, der bekanntlich nicht etwa für Gelehrte, 
sondern für Praktiker schrieb, mutet seinen Lesern ohne Bedenken 

zu, "ö* + 4" "^ 91 + 84 ^^® weiteres (und doch wohl im Kopfe) 

9 1,1,111 163 
^^ 14' T '^T "^ 14 "^lT2 "^ 224 ^^ 224 z^ammenzuziehen, u. a. 

Ich kann daher nicht anders ^uben, als daß nicht etwa blos der 
eine oder andere besonders Hervorragende, sondern überhaupt die 
alten Griechen große Übung im Zifferrechnen besaßen, daß sie es 
verstanden, jeden sich bietenden B^chnungs- Vorteil gewandt zu 
benutzen, und mit besonderem Geschick unbequeme Brüche mit 
großem ZäMer und Nenner durch einfachere, und doch nahezu 
gleichwertige, zu ersetzen, tlher Archimedes habe ich mich 
bereits ausgesprochen; ich will zu meiner ihn betreffenden A.b- 
handlung hier nur noch folgendes hinzufügen: 

Bei den drei Archimedeischen Wurzelwerten, bei welchen 

-i / 33 

der Radikand eine gemischte Zahl ist, nämlich bei y 1 373 943 — , 

y 5 472132—, 1/^4069284-- hatte ich so geschlossen: 

Es ist 1 373 943 2f < 1 392 400 d. h. < 1 180^ also um so 
64 

mehr < (llSO^ )'. oder !I^32385 ^ 89i32i81 ^ .^^ ^^. 
\ 8 / 64 64 

Hch yi 373 943 f^==Y^^^^^Y'^ 

9 441 -1 / _ 1 200 096 _ 9 441 -|/ 87932385 . 
8 f 89132 481" 8 f 89 132 481*' 

Es ist 5 472132^ < 5 475 600 d. h. < 2 340^ also um 

/ooiAl\* A 87 554113 87 628 321 „ . , 
80 mehr < (2 340 j| , oder — < j- . Es ist 

nämlich "y 5 472 132 i =y- 



"^89132481 — 1200096 



^"87 554113 
16 



19 — 

742Ö8" 



1/ 87 628 321 — 74 208 _ 9 361 l /. _ 



87 628 321 



9 361 1/87554113 . 
4 f 87 628 321 ' 

Es ist 4 069 284 ^ < 4 080 400 d. h* < 2020S also um so 
36 

1. /oaoaM« a 146 494 225 146 918 641 . ,., 

mehr < (2020— , oder < — , nämlich 

\ 6 / 36 36 

1/5172132 ^ ^T/1^ ^"^94225 1 / 146 918 641 — 424 416 ^ 
f 36 f 36 "" f 36 

12121 1 / 424I3F" _ 12121 •i /l46494"225 . 

6 f 146 918 641"" 6 f 146 918 641 ' 

und es war nun auf die beiden ersteren Wurzelwerte der obige 
Satz m. 3), auf den letzteren der Satz in. 1) angewandt worden. 
Alle hieraus sich ergebenden Folgerungen bleiben jedoch un- 
gehindert, wenn man auch hier ebenso rechnet, wie Heron bei 
seinen, allerdings kleineren, Zahlen gerechnet hat, nämlich so: 



Es ist )/l 373 943 g =1/^^11^=]/ 
1 / 87 984 400 ~ 52 015 _ 9 380 1 /" 

r 64 "" 8 r 



9380«-- 52015 



64 



52 015 



87 984 400 



1/1 _ 10 40 3 _ 2345 i/i7 
f 17 596 880 "■ 2 f 17 



2 r 17 596 880 2 f 17 596 880 

Für Ä=2, D = l, a' = 11|S4^ erhält man nun als 
' ' 17 596 880 

2ten Näherungswert nach III. 3) 



y^ 



17 586 477 105 529 265 



17 596 880 105 560 474 ' 



K= 



also 1/ 1 373 943 §5 = 2345^ 105529_265 ^ ^^.^ • ^^ ''' ''' 



64 2 105 560 474 211 120 948 

und der Bruch — , welchen Arclümed substituiert, ist kleiner als 

aber auch noch — ist kleiner als derselbe. Es ist 



211120 948' 7 

femer 
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9 360*— 56 487 



1/ 87609600—55487 _ 9360 1 / 

r 16 ~"r r 



16 



55 487 



87 609 600 



= 23401^; 



87 554113 

87 609 600 ' 



Für S-= 2, 2>= 1, a' f ! Ht l\l erhält man als 2ten Nähe- 
87 oOy bOO 

mogswert nach III. 3) 



r: 



87 554113 525 380165 



87 609 600 525 546 626 



Y^ 



also 1/ 5 472 132 i = 2340 .^J^^^ = 2339 '^ ^^^ ^^^ 



16 525 546 626 262 773 313 

nnd der Brach ~- , den Archimedes snbstitniert, ist kleiner als 

68 013 943 ^ .^ „. , 
Es ist endlich 



262 773 313 



-|/14 6652 100— 157875 _ 12 110 1/^ __ 
f 36 6 f 

_ 6055 -1/ 6 315~ ^ 6055 i /^ 

~ 3 f 5 866 084 3 f i 



12110« — 157 875 



36 



157 875 
146 652 100 



5 859 769 

5 866 084 

5 859 769 , , 

a = erhi 

5 866 084 

herungswert nach m. 1) 



Für Ä= 1, 2> = 1, a' = ^ lll ^^^ erhalt man als 2*«^ Nä- 

5 ö6d 084: 



Yi 



5 859 769 _ 23 445 391 
5866 084 ~ 23 458 021' 



oY'i 



^V 4069284^=«^ . 23445391 ^ 2^^,17357434 
^ 36 3 23 458 021 70 374 063 



und der Bruch — , welchen Archimedes substituiert, ist größer als 
4 

17357434 

—----—---- . Freilich setzt dieses Verfahren bei diesem letzten 

70374063 

Beispiel die Kenntnis des Quadrates von 1211, also einer Zahl, 

welche 1000 übersteigt, voraus. 
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Fmner: Auf Grand seiner Schrift über die Ereismesenng gilt 
allgemein Archimedes als der Erfinder des Satzes, daß das Ver- 
hältnis des Umfanges u eines Kreises zum Durchmesser d größer 
sei als S'^ti • 1, aber kleiner als S^At * 1 oder SVt : 1. Nun habe 
ich in meiner Abhandlung über Archimedes darauf aufmerksam ge- 
macht, wie auffällig es sei, daß derselbe das im Verlaufe seines 
Beweises vorkommende Verhältnis 116278 - 153 (Heiberg I. p. 264. 
Z. 13; m. p. 276. Z. 11) nicht durch 9 gekürzt und in ganzen 
Zahlen ausgedrückt hat; denn es ist 116278: 153 = 9297 : 8 . 153 
= 1033 : 8 . 17 = 1033 : 136. Eutocius geht mit Stillschweigen 
hierüber hinweg; und doch wird man schwerlich annehmen können, 
Archimed habe die Möglichkeit dieser Vereinfachung nicht bemerkt; 
um so weniger, da ihm nicht allein die Vereinfachung des Ver- 
hältnisses 366lVit : 240 durch 40, so daß sich ergiebt 3661Vii : 240 
= 40280 : 11 . 240 = 1007 : 11 . 6 = 1007 : 66 (Heiberg I. p. 268. 
Z. 17— p. 270. Z. 1; HI. p. 296. Z. 13—14), sondern auch die 
doch nicht so nahe liegende Möglichkeit der Vereinfachung des 
Verhältnisses 5924V4 : 780 durch 13 (Heiberg I. p. 268. Z. 13—15; 
m. p. 292. Z. 2—8) nicht entgangen ist (es ist nämlich 5924V4 : 780 
= 23699 : 4 . 780 = 1823 : 4 . 60 = 1823 : 240). Ich habe femer 
darauf hingewiesen, daß man, wenn man statt 116278 ' 153 setzt 
1033 : 136, ein ganz anderes Besultat erhält als Archimed, und 
zwar ein Resultat, durch welches das Verhältnis u: d in noch 
engere Grenzen eingeschlossen wird als 3^Vti: 1 ^u^d 3*V7f : 1. Bie 
Frage, warum Archimed nicht durch Anwendung von 1033 : 136 
statt 116278^153 einesteils sich die Rechnung erleichtert, andren- 
teils ein genaueres Resultat erzielt hat, habe ich früher offen ge- 
lassen. Jetzt jedoch, wo wiederholte Überlegung mich stets zu 
derselben Ansicht führt, stehe ich nicht an, dieselbe, so ketzerisch 
sie auch dem Einen oder Anderen erscheinen mag, auszusprechen 
und mitzuteilen. Es ist diese: Beim aufmerksamen Durchleseil 
des sehr scharfsinnigen, aber auch komplizierten Beweises empfängt 
man unwillkürlich den Eindruck, daß der Satz S'Vto : l^ u: d> 
S'Vn : 1 auf diesem Wege nicht gefunden sein kann, und man 
kann sich des Gefühles nicht erwehren, Archimed, der offenbar 
noch verschiedene andere Verhältnisse hätte herausrechnen können, 
habe im Laufe der Rechnung seine Zahlen absichtlich so gewählt 
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und gruppiert, dafi schließlich das genannte Resultat erscheinen 
mußte. Zu irgend welchen Vermutungen darüber aber, wie der- 
selbe gerade auf dieses Resultat verfiel; ob er selbst dasselbe auf 
anderem Wege gefunden, oder wenigstens gemutmajßt habe, oder 
ob es ihm von anderswoher bekannt geworden, und sein Be- 
streben nur darauf gerichtet gewesen sei, die Richtigkeit desselben 
zu beweisen, von wem, wann und wie dieses Gesetz gefunden 
sein könnte, darüber fehlt jeder Anhalt. (S. Heiberg m. p. 300—302). 
Ich wende mich nunmehr zu Heren. Über denselben habe 
ich mich oben dahin geäußert, daß er nicht allein selbst ein 
fertiger Rechner gewesen sei, sondern auch bei seinen Lesern diese 
Fähigkeit vorausgesetzt habe. Zum Beweise führte ich an, auf 
wie geschickte Weise er der Sitte der Griechen entsprechend ge- 
wöhnliche Brüche als Summen von Stammbrüchen mit dem Zähler 1 

2 
(jedoch auch y wird unter dieselben gezählt) darstellt. Bisweilen 

allerdings fügt er das Resultat in Worten hinzu, ebenso oft aber 
auch, wenn nicht noch öfter, überläßt er die Ausführung der 
Addition dem Leser. Zur Begründung meiner oben ausgesprochenen 
Ansicht, die Griechen hätten große Übung im Ziffer-Rechnen be- 
sessen, lasse ich einige Beispiele folgen, und zwar solche, bei 
denen Heron das Resultat nicht angiebt (die Citate beziehen 
sich, wie stets im Folgenden, auf die schöne Ausgabe von Hultsch), 

nämlich: p.56.Z.18. 6 + 1+1+1 + J^ (= 6^=6^); 
p. 70. Z. 23. 3+1 + ^ + 1 + 1^ (= S^=S^); p. 94. 
Z. 7. 79+1 + 1+1 (=79-| = 794);p.ll9.Z.7.127 + 

4 +T + n + iT2 + a-k (= ^""'^ ' ''^^- ^- '^' ^^' + 

4 + 4+]^+Ä+iT2 ('^''^'^ = ^27^) ' iWd. Z. 29. 

^^ + i+4 + T + n + Tr2 + 2ii(=^^»^)' ^''''^ 

Z. 41. 211 + 1 + ^ + ^ (= 211 ^ = 211 f,); p. 159. Z. 24. 



O" r u: 
UNIVERSII 
or 




+ JL + 1 /= 19881-j|-= 19881^); p. 175. Z, 9. und p. 219. 
Z. 32. 14+ ^ + ^^ + ji-2 + 2-ij {= 14^,); p. 177. Z. 8. 

^^ + T + T + 7T H^^^)' P- 2^^- ^- ^^- ^^^■^T + T 
+ Ä + Ä(=^^^^==^^^^)' iMd.z. 20. 1+ j+Y^ 
— -4-— /=iI5==i2S\ Yon denjenigen Brüchen, deren Wert 

Heron selbst mit Worten angiebt, erwähne ich nur einen einzigen 
als bemerkenswert. Es ist die Quadratwurzel aus 885 iS, welche 

16 

uns später noch besc häftigen wird. Heron giebt nämlich an, p. 95. 
Z. 27—29. 1^885j5 = 29 + -i- + i- + ^, und fügt hinzu: ^ot 
fjLovdtöec xd' xal Xeicxot irevnrjxoffxoirptoTa X^, d. h. 29—. Nun ist aber 

29 -f- i. + 1 + 1 == 29- = 29^^, und Herons Kesultat 29-|? 
2 4 Do 

ist allerdings auch = 29^?-, allein es ist nicht abzusehen, warum 

13 
er nicht die einfachste Form des Bruches, — , sondern die ge- 

39 
rade mit 3 erweiterte — wählt, zu welcher die hier vorliegende 

Ol 

Addition von Brüchen, wenigstens nach unserem gegenwärtigen 
Verfahren, durchaus keinen Anlaß bietet, denn, wie wir auch die 
Brüche gruppieren, erhalten wir als s. g. Generalnenner 68, oder 

wenn wir rechnen 29 + 2 +4" + 68 = 29+ 2"+ (j + 63) =29 

1 9 26 13 

"^ "2^"^ 34 "^ 293^ = 29 j^, den Generalnenner 34, auf keine Weise 

aber 51. Heron muß also wohl für sein auffälliges Yerfahren einen 
besonderen Grund gehabt haben, und ein solcher wird sich auch 

unten, bei der Behandlung von V 885 ^ zeigen. 
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Die bei Heron vorkommenden irrationalen Quadratwurzeln, 
um die es sich hier handelt, sind nnn nachstehende. (Ich behalte 
naturgemäß die Ordnung, in welcher sie bei diesem auftreten, bei 
und bezeiclme durch ein der pag. und Zeile zugesetztes O, S. L> 
S. IL, l. g., ob sie sich in der Geometrie, in der Stereometrie 
Abtheilnng I. oder ü., oder im liber geoponicns, dem Buche Aber 
den Landbau, finden): 

1) p. 92. z. 14—15. G. VsJ — 2 n-; 

2) , 93. , 6-7. , 1^135 = ll^f ; 



3) 



94. „ 1-3. „ y43-j- = 6-5i; 



4) , 95. , 5-7. , /eaOO = 79ij-; 

5) „ „ „ 13-14. , Vl575"= 39 jf; 

6) . , , 27-29. , y'885j|- = 29i^; 
7), 96. , 4-6. , y'24604 = 49g^; 

8) , , „ 12-15. , y'615i^= 24^; 

9) , 110. , 7-9. , V2l6 = 14 1-; 
10) , , , 30- _ 

„ 111. „ 1. „ V720 = 26-I-; 

11),, 112. „ 3-4. „y'58^ = 7f ; 

12) „ 126. „ 6-7. „ V2ÖS = 145!-; 

13) „ 130. „ 8-9. „ y'444 4- = 21 n-; 

14) „ 163. „ 9—10. S.I.VW= 7^; 
15),, 182. „ 26— 27.Ä.JJ. 1/1125= 33^, 

16) „ 183. „ 14—15. „ V^iSS = 10-|-; 

17) „ „ „ 22-23. „ |/lÖ8T = 32gj-: 
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18) p. 


184. 


Z. 13. S.II.VSÖ = 7^; 


19),, 


9) 


„ 19. „ VEl = 7i; 


20),, 


185. 


„ 4-5. „ V75 = 8^; 


21) „ 




„ 10-11. „ Y^S ST = 6 ^ ; 


22) „ 


,.15-16. „ 1/'356^ = 18| 


23) „ 


212. 


„ 2—3. l.ff.V5000 =70-j-; 


24) „ 


9i 


„ 12—13. „ 1/3400 =58^; 


25),, 


217. 


„ 1. „ V^356 = 18-f . 



Vott l/3~ist bei Heron nur bei der bereits oben besprochenen 
Berecbnung des gleichseitigen Dreiecks die Rede, und für V2~ 
findet sich, wie gleichfalls schon bemerkt ward, ein bestimmter 
Wert direkt nirgends angegeben. Zwar berechnet Heron an 2 
Stellen, p. 51. Z. 24- -27, p. 172. Z. 3—6, die Länge der 
Diagonale eines Quadrates mit der Seite 12, jedoch auf folgende 
Weise: ,yMan bilde das Quadrat der Länge einer Seite, das giebt 
144; dies 2 mal genommen macht 288; daraus die Wurzel ist 17, 
(wobei er an letzterer Stelle noch zusetzt „näherungsweise", icapot 
t6 (jüve^TuO das ist die Diagonale'*. Man darf nun, meine ich, 
nicht schUeBen, weil nach der bei uns üblichen Darstellung die- 
selbe 12 \/2 ist, Heron habe an die Gleichung gedacht 121^2=17, 

und also V2 = ^ gesetzt, welches allerdings einer der Nähe- 
12 

rungswerte für V2 ist. Yielmehr hat derselbe, da 288 keine 
Quadratzahl ist, statt derselben die unmittelbar auf sie folgende 
Zahl 289 genommen, deren Wurzel 17 ist, und dies „näherungs- 
weise" für V^288 erklärt. Daß dies sich so verhält, ergiebt sich 
aus seinen ganz unmittelbar folgenden Worten: „diese (nämlich 
die Diagonale) in das Quadrat erhoben giebt 288". Die Diagonale 
war aber 17, und 17^ ist 289. Allein Heron ist sich bewußt ge- 
blieben, daß diese 17 eigentlich ]/288 bedeutet, und daß also das 
Quadrat der Diagonale 1/288^ = 288 ist. 
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Ebenso ist sichHeron bewnJßt gewesen, daß die oben genannten 25 
Wnrzelwerte als nur näherungsweise richtige anzusehen sind, denn 
in vielen Fällen setzt er zur Angabe derselben die Worte hinzu 
„näherungsweise", „sehr nahe", „um wenig verschieden", „fast", 

u. dergl. So setzt er p. 92. Z. 15. zu V 8 ^= 2 jj- <S)c <jüv- 
e-Hüc, und Z. 24. &c Ux^vtiol; p. 93. Z. 7. zu /l35'= 11 ^T^^P^ 
aXqov iravteXcSc; p. 94. Z. 3. zu 1^434- =6 IT, und p. 95. 
Z. 7. zu 1/63Ö0 =79^ itap* aXi^ov; p. 111. Z. 1. zu /72Ö = 
26-1- ^^ ^rri^^a; p. 112. Z. 4. zu 1/^58]^= 7-1-, so wie p. 182. 
Z. 27. zu ^1125 = 33 ^ [xeTÄ Sia(p6poü; p. 126. Z. 7. zu ]/2Ö8 = 
14— und p. 130. Z. 9. zu 1^444 -f = 21 ^ itapÄ to cnSverroc; 

er giebt femer p. HO. Z. 8. an 1/216 = 14 33-, dann macht er 

die Probe, findet (l4|^)* = 216 j~§ (s. 0.) und setzt dann, Z. 18, 

1 / 1 93 

hinzu, also sei V 2165505= 14 33-, indem er dadurch zugleich 

andeutet, daß also der gleiche Wert, als Quadratwurzel aus 216 
betrachtet, nur annähernd richtig sein könne, da doch das Quadrat 

von 145-3- ^^ iÖ89 größer ist als 216. Man wird daher wohl 
annehmen können und müssen, daß Heron, auch wo er nichts 
sagt, seine Zahlen als nur annähernde angesehen haben will. 
Prüft man obige 25 Wurzelwerte auf ihre Genauigkeit, und 

ordnet sie so, daß die genaueste Quadratwurzel, V615g^ = 24gj-, 
zuerst, die nächstgenaue, V 885 ^=29 jf, zu zweit, die un- 
genaueste, 1/5000 = 70-7, zuletzt steht, so ist die Reihenfolge 
die nachstehende (von oben nach unten zu lesende): 
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8) Y^ = 245^; 21) y43|l = ß'^; 

6) 1^885^1- = 29 if; 12)/2Ö8 = 14i; 

5) 1/T575 = 39^; 
7)y'24604|- = 49|^; 



83 



9)1/216=14-^; 



19 



16) /108 = 


lof; 


19) VU = 7 


1 


25) ^356 = 


18-f; 


15) yil25 = 


= 33^; 


22) 1^356^ 


-=i8t; 


lljy'öSi^ 


'=^h 


20) 1/75 = 8 


11 

16 ♦ 


17) V1081 = 


= ^^ 64» 


24) y3400 = 


= 58 j; 


23) V5000 = 


= 70l. 



4) 1/63Ö0 = 79 -g-; 
2) 1/135 =11-51-; 
14)/63 = 7i5.; 

18) V5Ö = 7i-; 
3)y'43 4- = 6i^; 
10) V72Ö =26|; 
13)y'444| = 21^; 

i)y'8-^ = 2ir; 

Anf die verschiedenen Schriften Herons, die Geometrie, die Stereo- 
metrie I nnd n, nnd den Liber geeponiens, kurz bezeichnet durch 
G.j S. I., S. IL, L, g,j verteilen sich diese Werte folgendermaßen, 
wenn der genaueste am weitesten links, der nngenaneste am weitesten 
rechts gesetzt wird: 

G. 8)6)6)7)9)4)2) 3)10)13)1) 18) 11) 

Ä /. 1*) 

S, IL 18) 31) 16 19) 16)22) 20)17) 

L. g 25) M) 88) 

Es sind also im Ganzen die in der Geometrie vorkommenden 
Wnrzelwerte am genauesten, die im Liber geeponicus vorkommenden 
am wenigsten genau berechnet 
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Man findet ferner den bemerkenswerten Umstand, daß nur 
die vier Werte 12) 1/2Ö8 = 14 ^, 19) VSi = 7 j , 

21)y^43|-«6j^, 22)y'356^=18|g- zu klein, alle 

übrigen zu groB sind, und zwar liegt der größte Fehler in der 
Annahme 23) V5ÖÖÖ = 70 f , denn ho^Y ist = 5005 ^, also 

um mehr als 5 Einheiten zu groß. 

Zur Zeit, als ich die im Eingange erwähnte Rezension in der 
Philol. Rundschau verfe,ßte, war ich der Meinung, Heron habe 
far S und D auch von 1 verschiedene Werte gebraucht, dann aber 
überzeugte ich mich, daß derselbe nur S = 1 und D = 1 an- 
gewandt habe. Hierauf nämlich weist, ganz abgesehen davon, 
daß dann die Rechnung am leichtesten ist, hauptsächlich die 
soeben erwähnte Thatsache hin, daß die weit überwiegende Anzahl 
der Werte Herons zu groB ist. Dies konnte nur dann eintreten, 
wenn S und D = 1 gesetzt waren, dann aber auch mußte es 
eintreten. Denn, nehmen wir beispielsweise an, Heron hätte V7 
berechnen wollen, so konnte er den Radikanden 7 entweder als 
Differenz, oder als Sunune darstellen. That er ersteres, setzte 

er also Kr« l/P^=^ = 1/9"=^ = sV^l — -|-= ^l/-., 

so war bei der Berechnung von ]/ q ^' ^k <1> und wenn i8^=l, 

2) = 1 angenommen war, D* — a' /S» > 0, es lag also dann der 
Fall HI 1) vor, und alle Näherungswerte muBten zu groß werden. 
Stellte aber Heron den Radikanden 7 als eme Summe dar, setzte 

er also etwa VT=V¥T^=^ViT3 = ^y l+x^^V^i"' 

so war bei der Berechnung von V — . a' = -— > 1 , und wenn 

fif=l, D = l angenommen war, D* — a'S*<0, es fand also 
dann der Fall I. 3) statt, und es ergab sich ein zu großes Resultat, 
wenn eine ungerade, ein zu kleines, wenn eine gerade Anzahl von 
Näherungswerten berechnet wurde, ersteres also trat insbesondere 
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dann ein, wenn Heron nnr den l*en letzteres, wenn er auch den 
2*«'» Näherungswert berechnete. Da also ein zu kleines Resultat 
nur dann erscheinen konnte, wenn Heron den Badikanden als 
Summe darstellte und demnach sich des Verfahrens I. 3) bediente 
und zugleich sich nicht mit dem 1^^ Näherungswert begnügte, 
sondern auch den 2^®^ berechnete, so muJßte die Anzahl der zu 
kleinen Resultate notwendig weit geringer sein, als die der zu 
großen. Zugleich dürfte der Umstand, daß diese meines Wissens 
bisher noch gar nicht beachtete Thatsache, die überwiegende An- 
zahl der Resultate Herons sei zu groß, sich durch die hier be- 
folgte Methode so leicht und natürlich erklärt, wohl für die Wahr- 
scheinlichkeit sprechen, Heron habe sich derselben in der That 
bedient. — Ich lasse nun die Quadratwurzeln Herons 1)— 25) in 
der ursprünglichen Ordnung folgen, und füge das Verfahren bei, 
welches er nach meiner Überzeugung eingeschlagen hat. 

1) ys ^= 2 j|- , nach Heron, p. 92. Z. 14—15. (Geometrie). 

15 -lA 90" 151/;; 2" 15-1/3" 

T\ ^""225 ~T r 5""irr 5"' 

3 
Ä=l, D=l, a'= —; dann ist nach dem Bildungsgesetze -f) 






folglich 



\ i«~T 'Iß-T • 9 - 4 • 3 ~12 ""i** 



Heron wählt hier nicht die nächste auf 135 folgende Quadrat- 
zahl, denn zwischen 135 und 225 liegen noch 3 Quadratzahlen, 
144=12«, 169=13*, 196=14^ er gebraucht als gewandter Rechner 
die femer liegende Zahl 225, offenbar, weil der dann entstehende 

90 
Bruch -— die erhebliche Abkürzung durch 45, und somit eme 
225 
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wesentliche Yereinfachung der Rechnnng gestattet, auf welche 
Rücksicht zn nehmen die Griechen bei ihren immerhin unbequemen 
Zahlzeichen besondere Ursache hatten. 

2) VT35 = 11 5i , nach Heron, p. 93. Z. 6—7. 



VT35=.1/12«— 9=/l44~9=12y 1 — A == 

f 144 

S=l, D = l, a' = l|; 

31 
also iSi = 2, Z>i = Yg . 

o 63 j\ 61 

^' - 16' ^' - 16' 

folglich Vl35 = 12-51 = 4. ^ = ^=11^^. 

Da 135 = 16 . 8 ^ , also nach der Regel Vä/b = VcT. VF 

1/135 = 4. y 8~ ist, würden wir erwarten, Heron werde die 

auf der vorhergehenden Seite berechnete Wurzel 1) V 8 ^ mit 4 

multiplizieren, um 1/135 zu erhalten. Er thut dies aber augen- 
scheinlich nicht, sei es, weil er jedes Beispiel abgeschlossen für 
sich hinstellen, sei es, weil er zeigen will, daß sich für eine und 
dieselbe Wurzel, 1/135, verschiedene Werte angeben lassen. 

3) 1/^43^ = 6 — , nach Heron, p. 94. Z. 1—3. 

^v ^T-u 2 f ^169 2 f 169' 
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344 
also Ä = 2, A = fg^-, 

4) 1/63ÖÖ == 79 -gf» nach Heron, p. 95. Z. 5-7. 
1/63ÖÖ = 1/80»— 100 = 1/6400 — 100= SoV: 



100 



6400 



<-^-<i' 



Ä=l, 2) = la' = g, 

127 
also Ä = 2, Z>i = -gj , 

,<? ^ 255 p ^ 253 
' 64 ' " 64 ' 



253 _ 253 4048 



19 



folgüch 1^6300 = 80 . 255 = 16 . -gj- = -gp = 79 ^. 

Da 6300 = 144 . 43 -j", also 1/63ÖÖ = 121/^43-1- ist, sollte man 

auch hier erwarten, Heron werde das vorige Resultat 3) V 43 j = 

Q 

6 J3- mit 12 multiplizieren, um 1/6300 zu erhalten. Er thut dies 
jedoch nicht, sondern stellt eine neue Rechnung an. Dagegen 
bildet augenscheinlich dieses Beispiel 4) mit den folgenden 5), 6), 
7), 8), eine zusanmiengehörige Gruppe, und es ist, zumal da alle 
zu derselben Aufgabe gehören, wenigstens möglich, daß Heron, 
statt 5 mal dieselbe Rechnung vorzunehmen, durch einfache Multi- 
plikation und Division das Resultat 5) aus 4)^ 6) aus 5), 7) aus 
6), 8) aus 7) abgeleitet hat. 

5) 1/1575^= 39 If, nach Heron, p. 95. Z. 13-14. 



'51 

V/1575 = V40^— 25= 1^1600 — 25 = 4ol^l 



25 



1600 



=«v^=«Ki. 



— 82 



, 63 
8=1, D = l, a' =ß4, 

also Ä, = 2, I). = ^, 
64 
o = 255 n =253 
' 64 ' * 64 ' 



^,„^ ,/tk= ,„ 253 „ 253 2024 „„» 
folgUch 1/1575 = 40. 255=°^- 51 ^"^T^^' 

Da 1575 = j . 6300, also Vi 575 = -|-V63ÖÖ ist, brauchte 

Heron, um 1/1675 zn finden, nur das vorige Resultat 4) 1/6300= 
79 jj- durch 2 zu dividieren, und in der That ist 39-jj- = 

1 ^oil 

2 • 79 »1 • 

6) y^885 jf = 29 jf , nach Heron, p. 95. Z. 27—29. 
y'sSöf = y'^ = ll/l4175= 1^120^-225 = 

Ä=l, D = l, a' = g, 
• also St =% A = — , 



folglich y^885l^ = 30.|| = 6.f 



253_1518_5.i?_ 18 
Es ist offenbar 885 ^ = :j^. 1575, also 1/^885 ~- = |/i575, 



15 9 

16' 



und in der That ist ^^if = -r ' ^^W Zugleich wird man sich 
erinnern, daB p. 23 darauf hingewiesen war, es sei auffällig, daß 
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13 
Heron hier ohne eine im Bisherigen angebbare Ursache statin — - 

39 1 /* 15 S8 

den Bruch —-gebraucht, und eigentlich y 885£g-=29|i- setzt. 

Jetzt können wir mit einiger Wahrscheinlichkeit den Grund an- 
geben: Heron laßt offenbar die mit 3 erweiterte Form des Bruches 

13 
-ry bestehen, er mochte dieses Resultat nun aus dem vorigen, 

durch Multiplikation von Vi 575 = 39gj- mit -j , oder durch 

obige Rechnung erhalten haben, weil er durch die Gleichheit der 
Nenner die Beispiele 4), 5), 6), 7), 8), als zusammengehörig be- 
zeichnen wollte. 



7) 1^2460 — = 49 "51-, nach Heron, p. 96. Z. 4—6. 
y'2460-il ==y^^^= 1/39175 ^^VW^^^ 



= 4-/40000 



-zre25=?^Y: 



625 



4 4 f 40000 



5=1.D=1.«' = ||-, 

also S, = 2, D, = i?! , 
64 
Ä, =255 jp 253 

64 64' 



i,,,. ,. l/TTZTü ^„ 253 i„ 253 2530 .„ »i 
folghch y2460y,- = 50.^=10.— = -^ = 49^. 

Auch hier wählt Heron nicht die nächste auf 39375 folgende 
Quadratzahl 39601 = 199', sondern 40000 = 200*, offenbar um 
unter dem Wurzelzeichen (welches er natürlich nicht kannte) einen 
Bruch zu erhalten, der sich durch 625 abkürzen ließ. Femer 

sieht man auch: Es ist 2460-j| = ~ . 885 ^, also V 2460|g- 



== 4^885 i| 
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I und wirklich ist auch, wie ans der Yergleichung 



dieses Resultates mit dem vorigen in 6) erhellt, 49|f =-^ . 29 jf. 



8) y 625gj- = 24jJ-, nach Heron, p. 96. Z. 12—15. 



^39 375 1 



^^ =4-1/39 375 == 4-V200«— 625= 
64 o o 



-J-V40000-625 = ^Y^ - 7?^ = äsV'l 
8 8 f 40 000 f 



25 



1600 



Ä=l.D=l,a' = |i, 

127 
alBO St = 2, -Dl = -gj- . 

c _255 _253 

*» ~ "64 ' ^* ~ 64' 



1265 _ «_ 



fol^Hch y^ = 25.|| = 5.f = 

Ebenso, wie beim vorigen Beispiele, geht hier Heron nicht von 
der nächsten Qnadratzahl ans. Zagleich ersieht man bei weiterer 
Vergleichung dieses Beispiels mit dem vorigen: Es ist 615-^ = 

64 

1. 2460J|, also l/ 615 ^ = i- Vu^O ^ , und in der That 

i8t24|^=|. 49|^. 

9) l/2l6 = 14 ^, nach Heron, p. 110. Z. 7—9. 

1/2T6 = 1/15' — 9 = V225 — 9 = isl/ 1 — J- = 

f 225 



<'-^='f|. 



S-l, D-l. «•-!, 
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also Ä = 2, A = f I , 
25 



99 2) = ?7 
25' » 25' 



folglich y2r6 = 15.| = 5.| = *«3^=14^. 



10) 1/72Ö = 26|-, nach Heron, p. 110. Z. 30— p. 111. Z. 1. 

Vl2Ö = V27* — 9 = 1/729 — 9 = StI/i— -^ = 

f 729 



S=l, D = l. «' = §2, 

also Ä = 2, Dl = 151 
81' 



y1^=y^ = il/935 = lV33'-154 = 



33-1/85. 
4 f 99 ' 

S=l. D = l, «' = |, 
also S.= 2, D. = ^, 

A.1M10V. l/«ö ^ 83 184 _ „„ 46 23 _ » 
folglich p8-i^ = -.2-g^-33.^-^=-=7^. 

Aach hier liegen zwischen 935 und 1089 noch 2 Qnadratzahlen, 

961=31» und 1024=32». Heron aher wählt nicht die nächste, 

sondern die ferner liegende 1089=33», weil der dann entstehende 

154 
Brach tk^ sich darch 11 kürzen läßt. 
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12) K2Ö8 = 14g, nach Heron, p. 126. Z. 6—7. 

1/208 = V16' — 48 = V'256— 48 = I6l/l — — = 

f 256 



Oft 

also Ä. = 2, A = 16 , 

*»-16' ""»-16' 
folglich i/2Ö8=16.g = ^^i4^J. 

Heron setzt dafür K2Ö8 = 14^. 

13) 1^444 4 =.215, nach Heron, p. 130, Z. 8—9. 

|/^=y^=^l/4ÖÖÖ=4l/6?ir96-= 

4l/4-Ö96=96= ^1^1-^= «f VTIZ _ 
3 . 3 f 4096 3 f ^ 128 - 

64-1/125 . 
3 f 128 ' 

5=1. D=l. «' = J|. 

al80Ä. = 2, A = fg; 

folgUch V^=1*.-25L = 1 ^=.25_3_ j_ 
f » 3 2.128 8 2,2 12 ^^w 

14) 1/63 = 7 j|, nach Heron, p. 163. Z. 9—10. (Stereomeirie L) 

V&B = V^CIi = 1/64^=1 = gV'l-l = sV-i 

f 64t f 64' 

Ä=l. D = l, a' = |, 
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W* V^8.J^-f .7g. 

15) 1/1125 = 33^, nach Heron, p. 182. Z. 26—27. iSlereo- 
metrie n.) 



Vim = K33»+36 = n089+36 = 33y'l 

3vTri= 

r 121 



36 



331^1+ *= 33'/'^^ 



1089 
121' 



5-,,I>,W__, 



^125 
246 



al80Äa = 2, D, = __, 

folglich l^OT=33.2^=33.J|f= 3.^^3=^9=33«. 

16) KiÜ8 = 10 1, nach Heron, p. 183. Z. 14—15. 

Ki08 = KiÖS^ = 1/100-1-8 = lol/lH- J- == 

r 100 

al80S, = 2, A = g. 
folglich VIÖ8 = 10.^ = 2.^ = ^=10}. 

17) KIÖST = 32^, nach Heron, p. 183. Z. 22—23. 

1/IÖ81 = V32'+57 = l/lÖ2iT57 = 32l/l+ -iZ- _ 

r 1024 ~ 



32y1 



1081, 
1024' 
1081 



^=^'-^ = l'«'=lÖ24' 
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, _ „ „ 2105 
ateo S, = 2, A = iö2i' 

folgUch 1/1081=32. 2105 =|1^ = H|25= 3251. 
*^ 2.1024 2.32 64 «* 

18) 1/5Ö = 7^> naeh Heron, p. 184. Z. 13. 

1/5Ö = 1/7*TT = 1/49T1 = 7y'l+ 1 = tV^; 

50 
'49' 



5=1, D = l, a' = i^, 



99 
also Äi = 2, A = 49» 

, 99 99 99 1 

folgUch V/6Ö=7.j-^ = ^ = jj=7^. 

19) 1/54= 7 y> nach Heron, p. 184. Z. ]9. 

y 54 = v'Ffls = i/BeTls = 61/^1+ 1| = 

5=1, D = l, a'=|, 
also 5, = a, P = -|-' 

5,=Y' ^*--2' 
folgUch l/54=6.^ = 2.j = y = 7f 

Auch hier wfthlt Heron nicht die nächste vor 54 vorhergehende 
Qoadratzahl 49 = 7*, sondern der einfacheren Bechnnng wegen 
36 = 6», _ 

20) 1^75 = 8 ^, nach Heron, p. 186. Z. 4—5. 

VTb = V^Tn = 1/64+n = 8yT+ü = sj/'^ , 

5=1, D = l, a'=I|, 

139 
also Äi == 2, ^1 = -ßj ) 
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* 1 !• 1. i/5?K 139 139 139 g 11 

21) y 43||- = 6i5, nach Heron, p. 185. Z. 10—11. 

1 V 1600-21 - *Ol/l- 2^ - 201/1579 . 

-yi60o-2i_--|/ ^ i6öö-Tr ieöö' 

157Q 

also /^i=-2, A=ißöÖ' 

i? 1 T i. 1 ATw" 20 3179 _ 1 3179 3179 ^ 299 
folglich p33-e=-.^-.j^^--^. ^^==-^=6,-30. 

Heron setzt dafür V43||-= Q^. 

22) y^356]^=18~-, nach Heron, p. 185. Z. 15—16. 



y^= y356 3i = ]/1p = 1-1/12818 = 

i-Kil6*=6r8 = lyi3456-638 =^fl-i|||8 

= ^ l/l_ü _ 581/221 . 
3 f 232 3 f 232' 



221 
8=1, D = l, a' = 2|^, 

alsoÄ. = 2, D.= ||, 



folglich y'356^ = ^ . j,^^ = '-1^ = 18 



58 453 151 .gi- 
3 '2.232 8 *' 



Heron setzt dafür ^356^ = 18|f , 
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23) 1/5000 = 70f, nach Heron,. p. 212. Z. 2—3. (Liber 
geeponicus.) 

VbÖOÖ = V75«— 625 = K5625— 625=751/1— ^ = 

f 5625 



f=l, i) = l, a' = |-. 



also Äi = 2, A = ^, 



17 ^.17 425 



folgüch l/5ÖÖÖ=75. 2-^ = 25. 2-3 = -g- =70-1-. 

Heron setzt dafür 1/5000 = 70 -f. 

24) 1/3400 = 58|-, nach Heron, p. 212. Z. 12—13. 



1/34ÖÖ =K60'— 200 = V3600 — 200 = 60 



p 



200 
3600 



=«01^.-1=60^;-!. 



35 
also Äi = ,2, A = Yg, 

folgUch 1/3400 = 60.2-^ = 30. j| = 5.j=^-|^ = 58f. 

Auch hier hat Heron nicht die nächste auf 3400 folgende 
Qnadratzahl 3481 = 59* angewandt, sondern eine femer liegende, 
da dieselbe eine bedeutende Vereinfachung und Abkürzung gestattet. 

25) 1/356 = ISy, nach Heron, p. 217. Z. 1. 

1/356 = V19^— 5 = 1/361 — 5 = 19 1^1-^ = 

'Yl 



Ä=l, D = l, a' = 



356 
361' 
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717 
also Ä,==2, D, = -^^, 

folglich K356=19.2^g^ = ^^ = 18H-. 
Heron setzt dafür 1/356 = 18-|-. 

Man sieht ans dem Bisherigen: Von den 25 irrationalen 
Wurzelwerten Herons ergeben sich mit Hilfe des hier erörterten 
und angewandten Verfahrens 20 mit absoluter Genauigkeit. Es 
ist femer ofifenbar, daß Heron bei seinen Rechnungen höchstens 
bis zum 2*«n Näherungswerte geht, jedenfalls deshalb, weil er, wie 
man sich leicht Überzeugt, schon bei der Aufstellung des 3^i> den 
den Wert von Ä, bildenden Bruch auf einen anderen Nenner hätte 
bringen müssen, und zwar auf einen solchen, der das Quadrat des 
früheren ist Man erkennt auch, daB die hier erläuterte Methode, 
obschon sie überall dieselbe bleibt, doch der Willkür freien Spiel- 
raum läßt und für die Wurzel einer und derselben Zahl ver- 
schiedene, und doch an Wert nahezu gleiche, Resultate zu finden 
gestattet, je nachdem man sich des Verfahrens L oder m. bedient, 
je nachdem man nur den 1^^ oder auch den 2^^ Näherungswert 
berechnet, und je nachdem man die eine oder die andere Quadrat- 
zahl zum Ausgangspunkt nimmt. 

Ich wende mich nun zu einigen Bemerkungen über die 5 Bei- 
spiele Nr. 12), 21), 22), 23), 25), bei welchen sich, mit Aus- 
nahme der erstgenannten, auf keine Weise ein mit demjenigen 
Herons völlig übereinstimmendes Resultat ergiebt. Auffallender 
Weise gehören 3 derselben, nämlich 12), 21), 22) zu den 4 Wurzel- 
werten, welche zu klein sind. 

Fragt man zuerst, warum Heron das Resultat 12) V^208 = 
14 —■ in 14^= 14jj- umgeändert habe, einen Wert, der schon 
dadurch auffällt, weil er unter den 13 in der Geometrie vor- 
kommenden Quadratwurzeln die einzige zu kleine ist, so ist die 
Antwort folgende: Die betreffende Quadratwurzel findet sich in 
der Geometrie an einer Stelle, p. 125. Z. 26— p. 126. Z. 10, wo 
Heron einen Kreis mit dem Durchmesser e? = 13, p. 126. Z. 20, 22, 
durch eine Sehne in zwei ungleiche Teile geteilt werden läßt, 
und nun aus der Länge der Sehne « = 12 und der zugehörigen 
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Höhe (oder Sagitte) ä = 4 die Länge b des kleineren der beiden 

entstandenen Bögen berechnet nach der Regel ^ = -j-f- Vs^-^^ h\ 

Nun sacht Heron augenscheinlich bei seinen Badiziemngen solche 
Brüche zu gewinnen, die sich wesentlich vereinfachen lassen, und 
deshalb mochte er wohl nicht 208 = 225 — 17 oder 208 = 196+12 
setzen (daß er bei letzterer Annahme als l^^^ Nähemngswert die 
fQr die später zu erwähnende Rechnung sehr bequeme Zahl 14-^^ 

bei der Annahme 208 = 144 4- 64 als 2*«" Näherungswert 14^ 
erhalten hätte, scheint er nicht bemerkt zu haben), sondern er 
setzt 208 == 256— 48, obschon 256 nicht die nächste auf 208 
folgende Quadratzahl ist, und es ergiebt sich so der, da 61 eine 
Primzahl ist, nur umständlich darzustellende Wert h = te' S" t" 

X" Ea" pxr x^", ^- ^- = 1^ -^T + ^ + ^+ ^ + 1I2 + 
6lö = l^^o = l4> oder b = te' f ts" Ea" pxß" x^", d. h. = 15 

-f— -+- — -f -L + J--lJL= 15^ = 15-1?-. An einer 
^ 3 ^ 15 61 122 ^ 610 ^^ «^ 

bald darauf folgenden Stelle, p. 127. Z. 7 — 11, nun sucht er 
dann auch die Länge V des größeren Bogens zu berechnen. Man 
sollte nun erwarten, er werde die obige Regel wieder benutzen, 
und nur h'=d — Ä=13 — 4=9 setzen. Dies thut jedoch Heron 
nicht, offenbar deshalb, weil er weiß, daß diese Regel nur 
näherungsweise richtig ist, und daß, wenn man die nach ihr be- 
rechneten Bögen b und V addiert, als Umfang u des Kreises nicht 
herauskommt d . 3^ (in unserem Beispiele würden sich beinahe 
3 Einheiten weniger ergeben). Er verfährt daher so, daß er erst 
den Umfang u sucht, welchen er durch Multiplikation von d mit 
der von Archimedes angegebenen Zahl (ir =) 3-^ findet w = 13 . 
3 Y = 40y . Von diesem zieht er nun, um V zu erhalten, den 
früher gefundenen Wert von &, auf den er sich ausdrücklich be- 
ruft, ab. Wäre nun das obige & = 15|^ von 40 1^ subtrahiert 
worden, so hätte sich für V ergeben V = xe' Ö" C" xrj" oxC", d. h. 
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25+i- + i. + ^4-jl-=25^=25^, und dies 

EesQltat würde trotz der großen TTmstäDdlichkeit doch noch nicht 
genau sein, da, wie Heron offenbar bekannt war, nicht allein 
obige Regel, sondern anch die Zahl (ir =) 3 ^ nnr näherungsweise 
richtig ist. Unter solchen Umständen ist es ,gewiß erklärlich, 
wenn Heron im Werte /2Ö8 = 14|f statt des zu großen Bruches 

26 7 1 

— -, den um — -, d. h. um weniger als -rTrr, kleineren Bruch 

—-j der allerdings um ein Geringes zu klein ist, einsetzt, so daß 
u 

er erhält b = te' f iß", d. h. = 15 -f- 1 + 1- = 15^, 6' = 

xe' i' .ß" v-r, d. h. = 25 + 1 + 1 + 1 = 25^. Nach 

dem ganzen sonstigen Verfahren Herons ist mir dieser Hergang 
wahrscheinlicher als die Annahme, derselbe habe gesetzt: 1^208 = 



]/l2' 



-f-64 = 1/144 4-64 = isl^^"^^ = 12yH-|- =- 



12 y^^; Ä=l, D = 2, «' = ^, wobei man erhält Ä, = 3, 
^ 31 o 58 ^ 70 er 128 1152 ^ 1384 

folgüch als 3*«' Näherungswert /2Ö8 = 12 . iJ52==T2"""^^^ ' 
— Ich will nicht unterlassen, hinzuzufügen, daß auch der obige 
Auf den hier besprochenen folgende Wurzelwert 13) V 444y bei 

emer ganz ähnlichen Bechnung zur Anwendung kommt, indem 
Heron, p. 130. Z. 2—15, einen Kreis mit dem Durchmesser d = 
33J-, p. 129. Z. 4—5, durch eine Sehne 5=20 so geteilt werden läßt, 
daß das kleinere Segment die Höhe h = S\ hat, und die Bögen 
b und b' berechnet. In diesem letztgenannten Beispiele nun läßt 



Heron den Wurzelwert V 444^^ = 21— ungeändert, denn 



er 
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findet mit Hilfe desselben die nicht sehr umständlich darstellbaren 
Werte b = 21-^, V = 82-^; gemischte Zahlen, deren Brttche 

aaffaUender Weise dieselben Nenner 12 and 84 besitzen, wie die 
in obigem Beispiele. 

Das instmktivste Beispiel aber, wieHeron bei seinen Rechnungen 
verfuhr, und den deutlichsten Beweis, daß er erforderlichen Falles 
sich willkürliche Änderungen gestattete, liefern die beiden nächsten 

hier in Betracht kommenden Wurzelwerte 21) V 43 j|- und 

22)y 356-;^, welche sich zugleich mit 20) K75 auf einer und 

derselben Seite, p. 185, der Stereometrie II. vorfinden. Hier be- 
absichtigt Heron den Kubik-Inhalt einer 3 kantigen kannelierten 
Säule zu berechnen, was natürlich eine längere Rechnung erfordert 
Der Gang derselben (die Gründe thun hier nichts zur Sache) ist 
folgender: Zuerst zieht er, p. 185. Z. 4 — 5, die Wurzel aus 75, 

und findet den Wert 20) 1/75 = Bj^; davon die Hälfte genommen, 
giebt43^; dies quadriert, Z. 7—8, macht 18,^ »näherungs weise*' 
((jieT^ diaf 6pou). Da jedoch, wie wir oben bereits bei Gelegenheit 
der Berechnung der Diagonale eines Quadrates mit der Seite 12 
bemerkten, und wie sich auch im Folgenden bestätigen wird» 
Heron sich des Ganges seiner Rechnungen stets wohl bewußt 
bleibt, so wird man annehmen dürfen, er habe auch hier ein- 
gesehen, daß, da 4j| = ^^ war, (4 -)* = ^ = 18|.sein muß, 

und er habe mit Absicht dafür einen anderen, demselben 
naheliegenden, Wert eingesetzt, der weder mit 18 y, noch 
jnit /4il\*= 18^ übereinstimmt. Einen Grund für diese seine 

Änderung giebt Heron nicht an, er begnügt sich mit dem Zusätze 
„näherungsweise'; derselbe kann aber nur darin zu suchen sein, 
daß er, um am Ende seiner Rechnung nicht ein gar zu ungefüges 
Resultat, sondern den einfachen Wert 23|- zu erhalten, überall solche 

Brüche aufsucht, die, bei annähernd richtigem Werte, einen durch 
12 oder doch durch 6 teilbaren Nenner besitzen. Zu diesem Quadrate 
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von 4ii, also zu 18-, wird nun 5» = 25 addiert, so daß 43|i 
herauskommt, und dann wird, Z. 10—11, hieraus die Wurzel ge- 
zogen. Hätte Heron, wie es eigentlich richtig war, (4-)'= 18 — 

V 83/ 4 

gesetzt , so hätte er hier die schon früher behandelte Wurzel 
3) ^ 43 -j- erhalten. Statt deren also erscheint nunmehr 

21) 1/ 43 3^ . Der Wert dieser Wurzel ist, wie oben berechnet 

ward, .' er r pr, d. h. e + 1 +1 + ^^+\l- = 6-, 

Heron setzt dafOr, da derselbe ohnehin zu groß ist, den einfacheren 
^ 17 , 1 

^^ lÜÖ ' ^™ weniger als gj, kleineren ^ c ^", d. h. 

ö + Y + "9" = ßi8- ^^^^ 2- 1^» erhebt er diese Wurzel in 

das Quadrat, wobei er mit Eecht (ö ^5)'== 1/^43 |J = 43^^ an- 

giebt, und subtrahiert dieses Quadrat von 20» = 400. Es bleibt 
offenbar 356 ^ ; Heron aber giebt, auch hier ohne ein Wort 
der Erläuterung, als Best, Z. 15, 356^, also ^ weniger. Aus 

demselben zieht er die Wurzel, und setzt, was nach dem Bis- 
herigen nicht mehr Wunder nehmen wird, statt des oben be- 
rechneten etwas zu großen Wertes (namentlich da 13456 = 116* 
nicht die nächste auf 12818 folgende Quadratzahl ist) 22) 

y 356^= 18-|- den um ^ kleineren 18 1|' Auf diese Weise 

rechnet er weiter; so z. B. Z. 19. setzt er 5 . 8 i^ = 43^ statt 
43 1, femer Z. 21. 34| . 18?i = 820 i statt 820ii; bis er 
zu dem Resultate 23 -|- gelangt. Jedenfalls kann es unter solchen 

Umständen nicht auffallen, daß er, ebenso wie andere Zahlen, so 
auch die beiden Wurzelwerte 21) und 22) um ein Geringes ab- 
änderte, wodurch sie nunmehr zu klein geworden sind. 
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Es war femer fOr die im Bache über den Landban vor-^ 
kommende Wurzel 23) V'6000 gefunden 70 -g-, während Heron an- 
giebt 70-^. Es handelt sich daselbst um die Berechnung der 
Länge der Diagonale eines Quadrates mit der Seite 50. Wir 
gegenwärtig würden dieselbe = 50 y2 setzen; Heron aber hat 
gewiß nicht an 50^2 (und ebenso wenig an 101/5Ö) gedacht. Sein 
Gedankengang (vergl. auch lib. geepon. p. 229. Z. 3 — 6) ist viel- 
mehr folgender: Zunächst, p. 211. Z. 29— p. 212. Z. 5, stellt er 
die Aufgabe, die Fläche des Quadrates mit der Seite 50 zu finden, 
und schreibt zu dem Zwecke vor: ^»Erhebe 50 in das Quadrat, 
60 erhältst du 2500, dies ist die Fläche*', und nun fährt er fort: 
»Um die Diagonale zu finden, ninmi die Fläche 2 mal, so erhältst 
du 5000; hieraus ziehe die Wurzel, das giebt 70j^; dies ist die 
Diagonale". Fragt man nun, warum Heron nicht 70|- bestehen 

gelassen habe, so scheint der Grund folgender: Einesteils wußte 
er, daß dieser Wert zu groß sein mußte, um so mehr, da die 
der einfacheren Rechnung wegen gewählte Zahl 5625 nicht die 
nächste auf 5000 folgende Quadratzahl ist (denn zwischen beiden 
liegen nicht weniger als vier Quadratzahlen). Andrenteils war 
er, und mit Eecht, der Meinung, daß es in einem Buche über 
Landwirtschaft auf große Genauigkeit eben nicht ankomme; er 
sparte sich also die Mühe, auch den 2^^ Näherungswert, für den 
er 70 Y gefunden haben würde, zu berechnen, und begnügte sich 
damit, das gefundene Resultat 70| um ^ zu verkleinern, und in 
70|^ zu verwandeln. Vielleicht auch hatte er bemerkt, daß 5000 
ziemlich in der Mitte zwischen (70|^)» = 4970|- und 71* = 5041 
liegt, und nahm nun den Mittelwert zwischen 70 1- und 71, in 
der Meinung, daß dies für den Zweck, den er hier verfolgte, ge- 
nüge. Im Übrigen sind, wie bereits oben angegeben ward, V5000= 
70^, und die auf derselben Seite folgende Wurzel 24) 1/3400 == 
58^ von allen die am wenigsten genau bestimmten, und letzt 
genannte mag ihre größere Genauigkeit nur dem Umstände zu 
verdanken haben, daß zwischen 3400 und der angewandten Quadrat- 
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zahl 3600 nicht vier, sondern nur eine Qaadratzahl liegt, was 
Heron wohl auch veranlaßt haben mag, das Resultat 58-^ unge- 
ändert bestehen zu lassen. 

Was endlich die letzte Wurzel 25) 1/356, die Her on gle ich 
18^ setzt, anlangt, so ist, wenn man dieselbe mit 22) V 356^ = 

18- vergleicht, sogleich klar, daß hier ein Mißverhältnis obwaltet, 
denn es ist 18-g > 18|^, und doch kann unmöglich ]/356 > 

356 ^ = sein. Nun findet sich auch 1/356 im Buche über den 



f- 



Landbau, an einer Stelle, p. 217. Z. 1—20, wo Heron die Auf- 
gabe zu lösen sucht, an einer hohlen Pyramide mit der Höhe 16 
und mit quadratischer Grundfläche, wenn die Länge der äußeren 
Seiten dieses Quadrates 20, die Dicke der Seitenwände der Pyra- 
mide aber 2 beträgt, das Volumen der 4 Seitenwände und die 
äußere Oberfläche derselben, resp. das zu ihrer Bedeckung er- 
forderliche Material, zu berechnen. Daß es auch hier nicht auf 
ein genaues, sondern nur ungeßlhr richtiges Resultat ankommen 
konnte, ist offenbar. Das Verfahren, welches Heron einschlägt, 
ist denn auch sehr einfach, vielleicht eine praktische, landläufige 
Regel, aber, wie er wohl selbst wußte oder doch vermutete, nichts 
weniger als genau, sondern im Gegenteil völlig falsch. Um so 
mehr aber auch mochte er es für genügend erachten, statt des 
oben angegebenen Wertes 1/356 = trj' c S" tß" \t\ ptS", d. h. = 

i»- T + T + n ^-4 + n4-"S-"S ^""^- 

fächeren 1/356 = itj' c S" tj", d. h. = 18 + y + J + y = 

7 1 

18- zu setzen, welcher sich von jenem ersteren nur um r— 

unterscheidet, aber freilich um eben so viel größer ist. Dieser 
Hergang wenigstens scheint mir mehr Wahrscheinlichkeit für sich 
zu haben,, als die Annahme, Heron habe K356^ = Vl8*-f- 32 = 

K324q:T2 = 18y'l+3',',= 18y'l+|p=18y^g-, Ä=l, 
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D = 2j ä' = gT gesetzt, wodurch sich Äi = 3, D| = -gr- ; <S, = 

^, Dt-=-^^, also als 2*«' Nftherangswert 1^356 = 185^? er- 
geben hätte, welcher Wert nur um -— - kleiner ist als 1^, 

Zum ferneren Beweise, daD Heron sich Abänderungen, allein 

nur geringe (vergl. den obigen Wert 14)1/^63 = 7-^) gestattete, 
lasse ich diejenigen bei ihm yorkommenden nur in ganzen Zahlen 
angegebenen Quadratwurzeln folgen, bei denen der Radikand sehr 
wenig von einer Quadratzahl abweicht. Die erste ist die schon 
oben erwähnte Wurzel 

1) 1/288 = 17, nach Heron. Geometrie p. 51. Z. 26—27; 
Stereometrie ü. p. 172. Z. 4—5, hier mit dem Zusätze 
, näherungsweise*, irapÄ tö (juvst^uc, ibid. p. 173. Z.7— 8. 

V^288"= VlV— 1 == ^289 — 1 = 171/^1 — ^ = 
17yg|, nahezu = 17. 



2) y 195£| = 14, nach Heron. Geometrie p. 112, Z. 16—17, 

mit dem Zusätze „näherungsweise*, (xerot dta^opou. 

3) K675"=26, nach Heron. Geodäsie p. 149. Z. 11, mit 

der Bemerkung „naherungsweise*, <yu ve77oc. 

Vm'^ 1/26« - 1 = 1/676-1= 26l/l-^ = 



4) 1/75605 = 275, nach Heron. Stereometrie I, p. 168. 

Z. 20-21. 

VTöQÖÖ^ 1/275*- 25 = 1/75625 — 25 = 
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^"f^^S'=^''V^^="'Kl 



^ 3024 
3025' 
nahezu = 275. 



5) y 144^- == 12, nachHeron. Stereometrie n.p. 1 73. Z. 2-3. 

'^289" , ,„ 

— —-, nahezu = 12. 
288 ' 

Offenhar nimmt hier Heron die unter dem Wurzelzeichen sich 6r- 
I gehenden Brüche = l an, falls er überhaupt so genaue Über- 

I legungen anstellte. Man sieht also, derselbe gestattete sich aller- 

I dings hie und da Abänderungen oder, wenn man will, Ungenauig- 

I keiten. Dieselben sind aber sehr gering, und nur da angebracht, 

wo die Umstände und der Zweck, den er erreichen wollte, dies 
erlaubten. Er verfuhr demnach nicht anders als wir bei Rech- 
nungen, die im gemeinen Handel und Wandel vorkommen und eine 
i astronomische oder geodätische Genauigkeit nicht erfordern, wo 

j auch wir ]/288 = 17 und nicht = 16,9705627 annehmen. 

Zum Schlüsse lasse ich noch einige rationale Wurzeln, deren 
' Radikand eine gemischte Zahl ist, folgen. Wir finden nämlich in 

der Geometrie 



1) y 167-j^=12i^, nach Heron, p. 65. Z. 13—15. 



13 "^-^is- 



2) y 125-5j-=ll^, nach Heron, p. 67. Z. 2—3. 

yi'^=y^= ^V^3136-- |l/56'= f = 11^ 



60 



3) y^^k = ^T. nach Heron, p. 87. Z. 2—3, 6-8. 

4) 1/^23— = 4y, nach Heron, p. 100. Z. 28— 29, 32— 33. 



^^=1/576 = V24* = ?i = 4*. 
25 5 5 5 * 



und in der Stereometrie' I. p. 166. Z. 10—11, sowie im über 
geeponicus p. 217. Z. 28—29. 



5) 1/^1324-= 11-f» nacli Heron. 

y'l32-f = Y^ - -i/529"= ll/23^= 



??-ll^. 

Man sieht also, daß Heron, falls ihm, wie ich voraussetze, eine 
Tafel der Quadrate der Zahlen bis 1 000 zur Hand war, mit Hilfe 
des hier eingeschlagenen Verfahrens auch bei diesen rationalen 
Quadratwurzeln notwendig zu den von ihm angegebenen Resultaten 
kommen mußte. Willkürliche Änderungen nimmt er hier nicht 
vor. Vgl. Günther 1. c. p. 110— 111. 

Man wird sich aber auch aus dem Bisherigen überzeugen, 
daß Heron wohl schwerlich bei jeder einzelnen der ihm zahlreich 
vorkommenden "Wurzeln, um ihren Wert zu ermitteln, schwierige 
und mühsame arithmetische oder geometrische Untersuchungen an- 
gestellt haben wird, daß er vielmehr ein bestimmtes, mechanisches, 
auf jedes Beispiel anwendbares und jedermann, nicht blos den 
Gelehrten, leicht zugängliches Verfahren der Wurzel-Ausziehung 
besessen haben muß. Wenn nun andere bisher aufgestellte Methoden, 
obschon sie, wie ich gern einräume, weit scharfsinniger sind, als 
die hier entwickelte, gleichwohl die bei Archimedes und Heron 
vorkommenden Resultate nur teilweise und mangelhaft zu erklären 
vermögen, so ist dies, wie mir scheint, ein Beleg dafür, daß der 
Weg, den sie einschlagen, nicht der richtige sein kann. Nach 
meinem Dafürhalten liegt der Grund, warum dieselben so oft ver- 
sagen, darin, weil sie bei den Griechen, von denen doch au6h 
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nicht jeder ein Euklid oder Archimed war, Kenntnisse voraus- 
setzen, welche diese nicht hatten, und weil sie den Schlüssel zur 
Lösung der Frage auf dem Gebiete der Geometrie oder der 
wissenschaftlichen Arithmetik und Zahlentheorie finden zu müssen 
glauben, statt in der leider so oft zu gering geschätzten und mit 
Verachtung betrachteten Logistik oder Rechenkunst und der 
geschickten, gewandten und zweckmäßigen Behandlung, Benutzung 
und Gruppierung der Zahlen. Diese meine Überzeugung, welche 
ich bereits mehrfach angedeutet und ausgesprochen habe, zu er- 
klären und zu begründen, ist der Zweck der vorliegenden Blätter. 



Nachschrift. 



Währned der Druck dieser Abhandlung bereits vorbereitet 
ward, ist in Schlömilchs Zeitschr. f. Math u. Phys. 1883. Jahrg. 
28. Heft 5. ffist-litt. Abt. p. 169—178 ein Aufsatz: „Über die 
Methode, nach der <Se alten Griechen (insbesondere Archimedes 
und Heron) Quadratwurzeln berechnet haben" von W. Schönborn 
in Krotoschin erschienen. Ich bemerke hierüber nur folgendes 

Hr. Seh. geht von der von ihm bewiesenen Regel aus: 



Die linke Seite dieser Ungleichung nun, durch welche man zu 
große Werte erhält, ist bereits bekannt, die rechte Seite aber, 
welche die zu kleinen Werte angeben soll, kann offenbar nur 
dann angewandt werden, wenn a eine Quadratzahl, also Vä rational 
ist. Denn, ist dieses nicht der Fall, so muß, um die untere Grenze 
des irrationalen Ausdruckes Vh*±a zu finden, erst die ebenfalls 
irrationale Wurzel V^berechnet werden. Es wird also dann die 
Aufgabe, um die es sich gerade handelt, nur an eine andere Stelle 
geschoben, und man bewegt sich mit der Lösung derselben im 
Kreise. Wird aber für l/a~die nächstliegende ganze Zahl ge- 
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nommen, so ist nicht abzusehen, warum man, wenn man sich mit 
dieser doch wenig genauen Näherung begnügen will, nicht gleich 
von Anfang an mit l/5'+a ebenso verföhrt. Dieses Bedenken 
entsteht, wenn z. B. bei den "Wurzeln des Archimedes, 1. c. 

p. 174, VcT^ VTÖTi = 32, Vär= y 1985ii- = 45, VöT = 



Y' 



3467^ 



58, Va =1/4152 = 64, und bei den Wurzeln 



Herons, 1. c. p. 175, Va = Vb = 2, Va == Vl2 = 4, Va == 
11 = 4» yä~=Vrn = 13 gesetzt wird. 

OD 6 



or .:*' 
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